Prednaska 11

11.1. Fubiniho veta a veta o substitucii

Teraz uvedieme dve dolezité tvrdenia, ktoré ndm budd pomahat’ pri vypoctoch integrdlov. Prvé z nich ndm hovori,

kedy mdzeme zamienat’ viacnasobné integraly (poradie integrovania).

[Veta 11.1.1 (Fubini).}

Nechprer,s e NjeM e M,,;a fe L, (M).Prex e R ay € R oznaCme (X,y) € R™*. Bud’ d’alej

r+s
Py ={x; xeR,dy e R, (x,y) e M}, P, ={y; y € R, Ix e R, (x,y) € M} (priemety M do priestoru
x-ov, resp. y-ov). Ak P; je A,—meratel'nd a P, je A;—meratel' n4, potom

(I) Pre s.v. x € P, existuje f f(x,y)dA(y) =: G(x),
Pre s.v. y € P, existuje fMy f(x,y)dA(x) =: H(y), kde

prex € Py je M* ={y; yeR’, (x,y) e M}, prey e P,je M¥ ={x; xeR’, (x,y) € M}.

(I Existujd [, G(x)dh(x) a [, H(y)di(y).

(III) Plati

f ) D7) — f Gx) dh (%) = f H) dh(y).
M Py

P
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9% 9,(x)

@ [l f0) dhaey) = [ [ £0x,y) dha () dha ()

) [, fx ) dhatry) = [ [ £0x,y) dhi (6) dha )

Obr. 11.1: Oblasti pri integrovani v R.

r—[Poznémka 11.1.2.] \

Uvazujme funkeiu £(x,y) = =% na otvorenom §tvorci (0, 1)2. Potom [ ( [ £y d)\l(y)) dhy(x) =

(r+y)?

La [ (6 0o dn@) dh = -4,

Tuto vetu je mozné pouzit’ niekol'’kokrét, azZ postupne prevedieme (r + s)-ndsobny integrdl na sled (r + s)
jednorozmernych integrdlov. Rozhodujici predpoklad je existencia (r + s)-ndsobného integralu (f € L), (M)),
potom existuju aj zvySné dva a rovnaju sa. Vtip je v tom, Ze sa moZe stat’, Ze sa “rozumne” d4 vypocitat’ iba

jeden z nich. Tento predpoklad je mnoZzné nahradit’ meratel'nost'ou f a poZiadavkami v nasledujicom dosledku.
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~ Désledok 11.1.3.)

Nech je ozna¢enie rovnaké ako vo vete 11.1.1 a f spliia:

(1) fje k. s—meratel'nd na M € M,,.

f ( f % y>|dxs<y>) dh(x),

P \JImx

f ( f &) dkr(x)) dh(y)
P MY

(2) Niektory z integrdlov

je konecny.

Potom f € £, (M) a plati

f JX,y)dh (X%, y) = f G(x) d),(x) = f H(y) dA(y).
M P P,

.

r—[Poznémka 11.1.4.]

Napriklad v R? to znamen4, Ze pre oblasti na obrdzku 11.1 plati

b 82(x)
f FOy)dha(x,y) = f ( f(x,y)dh(y)) dh (x),
M a

81(x)

ho(x)
f £y dha(x, y) = f ( Fny) dmx)) B ().
M c

h(x)

Poznamka 11.1.5.]

V priestore R? mdme dve moZnosti.

.....

a meratel'né st aj ich spo¢itatel'né zjednotenia a prieniky a aj ich doplnky. Teda beZné telesd v R? si meratel'né

mnoZziny.
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(a) Rozdiel objemov medzi valcom a kuZel'om je rovnaky ako objem polo- (b) Dve kopky minci s rovnakym objemom.

gule.

Obr. 11.2: Cavalieriho princip.

—~ Priklad 11.1.6. \

Vypoditajme fM xdAs(x,y,z), kde M je Stvorsten S, ohranieny siradnicovymi rovinami a rovinou
x+ 2y +z = 1. Je zreymé, Ze plati Fubiniho veta. Priemetom S do roviny z = 0 je trojuholnik 7',

ohraniceny osami x, y a priamkou x + 2y = 1. Mdme teda

1-x-2y
f rdha(xy,2) = f (x f dM(z)) dha(x,y) = f 21— x = 2) dha(x,y) =
M D 0 D

1 (1-x)/2 1 X(X _ 1)2 1
1 —x—2ydA di = ——dA = —.
j; x(‘f; x=2y 1()’)) 1(x) fo 1 1(x) 13

Désledok 11.1.7 (Cavalieriho pn'ncip).}

Bud’te V, V’ dve telesd. Ak existuje takd rovina, Ze rezy s V a V’ kazdou rovinou s fiou rovnobeznou

majui rovnaky obsah, potom V a V' maji rovnaky objem.

Oddelenie matematickej analyzy, Version: 6.0
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r—[Poznémka 11.1.8.] \

D4 sa ukdzat’, Ze ak s M € M,, P € M, potom je M X P € M,,s a A s(M X P) = h,(M)\(P).
Taktiez,

M (M) = f Myt (MY (),
P;

kde P; je priemet mnoziny M do osy x; a M* je rez mnoZiny M rovinou x; =konsSt., strucne: miera

mnoZiny je rovnd integralu z mier ich (r — 1)-rozmernych rezov.

Na rozdiel od Fubiniho vety je postavenie integrdlov v nasledujucej vete “rovnopravne” (ak existuje jeden z

nich existuju obe a st rovnaké).

Nech ¢ je prosté reguldrne zobrazenie otvorenej mnoziny G € R" doR"a M € M,, M c ¢(G).

Potom, ak f je definovana s.v. na M, tak
f f(y)dh,(y) = f f(@(x)) |J5(X)] dA,(x),
M ¢~1(M)

pokial’ asponi jeden z integrdlov existuje.

r—[Poznémka 11.1.10.}

Geometricky vyznam afinnej transformacie g(y) = Ay + b. Pomer plochy zobrazeného kosodiznika
P = g(Q) a zobrazovaného obdiznika je dany prave determinantom matice A, tj. |P|/|Q| = |A|. Z toho
modzeme dedukovat’ vzt ah medzi elementarnou plochou dx; dx, = |A|dy, dy,. Idea dokazu vety o
substitdcii pre vSeobecny pripad difemorfizmu g : RY — RY potom plynie z aproximdcie zobrazenia

g v bode y pomocou Taylorovho rozvoja g(y) = Ay + b + o(|ly — ¥|), kde A = g’'(®).
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Obr. 11.3: Geometricky vyznam afinnej transformécie.

~ Priklad 11.1.11.

Spocitajme integral I = |, e dhu(x, y). Integral existuje, ked’Ze integrand je spojity a nezaporny.
PouZijeme polédrne sdradnice. Je to reguldrne prosté zobrazenie z G = (0, 00) x (0,27) do R? \ P, kde

P je nezaporna x-ova poloos. Tu vyuZijeme fakt, Ze A,(P) = 0. Teda

I = f e dhy(x,y) = f e rdha(r, ).
R2\P G

Teraz vyuZijeme Fubiniho vetu a dostaneme

00 2 00 n
I= f (f e_’zrd?»l(gb)) d\(r) = 27rf e r d\(r) = 2 lim f e_’zrdkl(r).
0 0 0 = Jo

Rozmyslite si poslednt rovnost’. A konec¢ne dostaneme

I=rlim[-e" ]! =7

n—oo

\.

,—{Dﬁsledok 11.1.12 (Pappus—Guldin).}

Objem rotac¢ného telesa, ktoré vznikne rotaciou rovinného utvaru P okolo osi, ktord lezi v rovine
utvaru P a nepretina P je rovny sucinu ploSného obsahu utvaru P a dlzky kruzZnice, ktord pri rotécii

opiSe hmotny stred ttvaru P.
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k%_/ h

r
x>
!

Obr. 11.4: Pappusov-Guldinov dosledok.

11.2. Geometrické a fyzikalne aplikacie mnoznych integralov

V tejto Casti predpokladdme, zZe dané integrdly existuji v Lebesgueovom zmysle a teda aj predpoklady, ktoré

tomu prisluchaju.

Bud’ Q podmnoZina R?, potom

(i) § = [, dha(x,y) je jej plosny obsah,

(1) Ak f(x,y) > g(x,y) na €, potom objem telesa so zovSeobecnenym valcovym plaSt’om (ohraniceny fun-

kciami g, f) je

_ fg £y - 806 y) dha(x, y)

(iii) Nech z € C'(M), potom povrch plochy (graf funkcie z) je

R

kde Q2 € M je priemet danej plochy do roviny xy

(iv) Ak je plocha dand parametricky rovnicami r = (x(u,v), y(u,v), z(u,v)), (u,v) € Q, Q je ohranicend a
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Obr. 11.5: Objem telesa v R3.

x,,z € C'(Q), potom obsah plochy je

-

ax\’ oy > (oz\ ax\’ ay > 0z Ooxdx dydy 0z0z
kde £ = |— — —1,G=|=— —= — |, F=—=+ ==+ ——.
¢ (0u) i (0u) i (0u) (6\/) " (av) " (6\/) Ou dv i Ou ov " Ou Ov

or  or
ou Ov

dhy(u,v) = f VEG — F2d\y(u,v),
Q

oF
(v) Ak je plocha Q urc¢end implicitne ako F(x,y,z) =0, (x,y) €a e # 0 pre kazdy bod z Q, potom obsah je
Z

R
0x ay 0z

OF
Bz

S =

d}\Q(x7 )’)
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(a) Teleso A a mnoZina B v priklade 11.2.1. (b) MnozZina A v priklade 11.2.2

Obr. 11.6:.

~ Priklad 11.2.1.} \

N4jdime objem telesa A, ktoré vznikne ohrani¢enim plochami z = x> + %, y = x%,y = 1,z = 0.
Dané teleso je zdola ohraniené rovinou xy, zhora rotaénym paraboloidom z = x*> + y* a z bokov

2

parabolickym valcom y = x~ a rovinou y = 1. Je to valcovité teleso, priCom jeho projekcia do roviny

xy je mnozina B = {(x,y) e R?: =1 < x < 1,x* <y < 1}. Objem teda je (Fubiniho veta zrejme plati)

1 1
V(A) = f o +y) dha(x,y) = f [ f <x2+y2>dx1<y>] dh (x)
B - X

1 2

\.

~ Priklad 11.2.2.}

N4jdime obsah tej Casti kuzel'ovej plochy z = \/m ktord z nej vytina parabolicky valec 7> =
2y. Hranicu mnoZiny A projektovanej do roviny xy ndjdeme ako priemet prieseCnice oboch ploch.
Dostdvame x*> + y> — 2y = 0,z = 0, CiZe hranica mnoZiny A je kruZnica a samotna mnoZina A je kruh
x% + (y — 1)? < 1. Obsah hl'adanej plochy teda je

X2 y2
S = f 1+ + dha(x,y) = V2 f dha(x,y) = V27
A A

x2 +y2 x2 +y2

\ J

Bud’ Q hmotn4 rovinnd doska v rovine x, y, ktorej plo$né hustota je dand funkciou p(x, y). Potom

O M= fQ p(x,y)dh(x,y) je jej celkova hmotnost’ (alebo aj celkovy néboj, ak ide o hustotu rozloZenia ndboja)
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an M, = fQ yo(x,y)dha(x,y), M, = fQ xp(x,y) dhy(x, y) st jej statické momenty vzhl’adom k osdm x, y,
I T, = M,/M, T, = M,/M su siradnice jej t'aZiska (hmotného stredu),

av) 1, = fQ d*(x,y)p(x,y) d\y(x, y) je jej moment zotrvaénosti vzhI’adom k priamke p, kde d je vzdialenost’ od
nej k bodu [x, y]

~ Priklad 11.2.3.}

N4djdime sdradnice t'azZiska ihlana /, ktory je ohrani¢eny rovinami x =0,y =0,z =0a > + % +:=1

s konStantnou hustotou k. Staticky moment vypocitame ako M,, = k flzd)g(x, y,2). Ihlan je oblast

dand nerovnostami 0 < x < a, 0 <y < b(1 — x/a), 0 <z < c(1 — x/a — y/b). Dostaneme tak

a b(1—x/a) c(1-x/a—y/b) kabC2
M., = kf f f zdhi(z) A (y) dhi(x) = T
0 0 0

ka®b _ kab? 5 : b b
Obdobne M,, = 5, M., = 5. Hmotnost' telesa je M = k% atedaT = (5,7, 9)-

Bud’ T teleso v priestore R?, ktorého hustota je dan4 funkciou p(x, v, z). Potom

(a) V= fT dAs(x,y, z) je jeho objem,

(b) M = fT p(x,y,2)dAs(x,y, 2) je jeho celkovd hmotnost’,

(c) M, = f zp(x,y, z) dhs(x, y, 2) je jeho staticky moment vzhl’adom k rovine xy (podobne M,,, M,,)
d 7,=M, /M, Ty =M/M, T, = M,,/M su suradnice jeho t"aziska (hmotného stredu),

e I, = fT D?(x,y,2)p(x,,z) dAs3(x,y, z) je jeho moment zotrvacnosti vzhl'adom k priamke p, kde D je vzdiale-
nost’” od neho k bodu [x,y, z]

() Iy = f Z2p(x,y,z) dhs(x, y, 2) je jeho moment zotrvaénosti vzhl'adom k rovine xy (obdobne I, 1)
(g) Specidlne plati I, = I, + I, a analogicky pre osy y, z

(h) potencidl tiazového pol'a telesa T v bode [x, y, z] sa nazyva integral

u(x,y,2) = fp(f 8 PaEn 0,
T

kde r = /(€ — )2 + (17 — y)? + (£ — 2)*. (Ak pozname potencidl, vieme zratat’ prit azlivd silu F = —mgVu.)
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Strednd hodnota funkcie f € L(M) na oblasti M je dand

1
Ef = }\,n(M) j];f(X) d}\.n

11.3. ZovSeobecnenia integralov

Pozrieme sa na zovSeobecnenie integrdlu pre komplexné funkcie (redlnej premennej), teda funkcie f : R" — C.

r—{Deﬁnicia 11.3.1.}

Ak maji Re f, Im f komplexnej funkcie konecny Lebesgueov integral na mnoZzine M € M, potom

ffdkn:fRefdkn+ifImfd)\n.
M M M

definujeme

Ak povieme, Ze meratel'nd komplexnd funkcia je takd, Ze jej redlna a imagindrna Cast’ st meratel né, plati

r—l Veta 11.3.2.

Nech f : R” — C je meratel'n4, potom ma integrdl na M vtedy a len vtedy, ak | f| ma kone¢ny integral

[ ran]< [ inan.

na M. d’alej plati

V tejto Casti sa zozndmime s priestorom funkcii, ktory ma zasadny vyznam napriklad v kvantovej mechanike.
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~(Definicia 11.3.3.

Nech V je vektorovy priestor nad pol'om P (napr. R, C), potom zobrazenie (-, -) : VXV — P nazyvame

skaldrny sucin, ak vV x,y,z€ VaVa e P
(@) (x,y) =y, x),

(b) (ax,y) = alx,y),
(x+y,2) =(x,2) +(y,2),

(c) {(x,x) >0, pricom rovnost’ je len pre x = 0.

Priestor so sklaldrnym sic¢inom nazyvame unitarny priestor.

~ Priklad 11.3.4. ]

Euklidovsky priestor dimenzie n € N, spolu so skalarnym sic¢inom
()= Z XiYi

i=1

je dolezitym prikladom unitdrneho priestoru.

Priklad 11.3.5.)

Priestor $tvorcovych matic, kde definujeme (A, B) := tr(AB”) je priestor so skaldrnym sti¢inom.

~ Priklad 11.3.6.

Pre ndhodné premenné X, Y definujeme strednd hodnotu ich sucinu

(X, Y) := E(XY),

¢o je skalarny sucin, pricom (X, Y) = 0 akk Pr(X =0) = 1 (j., X = 0 s.v.).
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,—{Veta 11.3.7 (Cauchyho-Bunakovského-Schwarzova nerovnost’).}

Na unitdrnom priestore V so skaldrnym sic¢inom (-, -) plati:

K P < (x5, 20, y) Yxy eV,

~ Poznémka 11.3.8.

Unitarny priestor V je aj metrickym priestorom, kde pre prvky x,y € V definujeme metriku ako

d(x,y) = J{(x =y, x—y).

Overte.

\.

~{ Definicia 11.3.9.)

Pre M € M, oznacime L7(M), p € [1, o) priestor (komplexnych) funkcii f, ktoré si meratel' né na M

fM /17 dh,.

(hovorime vlastne o triedach ekvivalentnych funkcii)

a naviac maju kone¢ny integral

'-‘ Veta 11.3.10.

Priestor £?(M) je linedrny vektorovy priestor (s obvyklymi operdciami s¢itania funkcii a nasobenia

skaldrom) so skaldrnym stucinom

Fog) = f Fgdh.
M

~{ Definicia 11.3.11.

Ak pre exponenty 1 < p, g < oo plati

1 1
—+-=1,
P q

nazyvame ich konjugované (dudlne) (s konvenciou 1/c0 = 0).
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V nasledujticich vetich prirodzene predpokladdme, ze M € M,. Prva z nich hovori o istej Holderovej nerov-
nosti, ktord je dolezitou nerovnost'ou v matematickej analyze, vyznamna najma pri skimani £7? priestoroch ale

aj porovnavani momentov v tedrii pravdepodobnosti.

[Veta 11.3.12 (Hcslder).]

Nech 1 < p < c0al < g < oo st konjugované exponenty. Ak f € LP(M) a g € LI(M), potom

fge L (M)a
IR
fM |fg|dxns( fM I dxn) ( fM gl dxn)

Aplikdcia tejto vety mdze vyzerat’ aj takto:

~ Priklad 11.3.13.} \

Nech f(x,y) = e"‘z‘yz, glx,y) = m potom zrejme obe funkcie st nezdporné a f € L*(R?) a
g € L2 (R?). Teda

fR i f(x,y) g(x,y) dhy(x,y)

je konecny.

Ak jedna z funkcii nie je z priestoru L7(M) (L9(M)), zrejme to neznamend, Ze ich sucin nie je Lebesgueovsky

integrovatel' ny.

~ Priklad 11.3.14.) \

Nech f(x,y) = e ™", g(x,y) = —L—, potom zrejme obe funkcie st nezdporné a f € L2(R?) a
g ¢ LX(R?) (podobne ako 1/ vix ¢ LX(R)). Ale

fR ) gl y) dhatx, y) = o

Ukézte.

Druha veta je vlastne trojuholnikovd nerovnost’.
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[Veta 11.3.15 (Minkowski).]

Nechl < p<ooa f,ge LP(M),potom f+ge LP(M)a

( fM |f+g|ﬂdxn)'l’s( fM |f|den)'l’+( fM |g|den)'l’

Nasledujica veta ndm dava mozZnost’ urCit’ z inkluzie, kedy funkcia patri do priestoru s niZ§im exponentom

(to je napriklad splnené v pravdepodobnostnych priestoroch).

Veta 11.3.16.

Ak A,(M) < o0al < py < p; < oo, potom LPY(M) C LP(M) anavySe

1 1

M (M)F ( f |f|P°dxn)”’s( f T dx,,)”.
M M

Opacnd inklizia zrejme neplati. Pozrime sa na nasledujuci priklad.

Priklad 11.3.17.)

Nech T = [0,1] a f(x) = x'/2, potom f € L1(T), ale f ¢ LX(T).

Nasledujuci priklad ukazuje, Ze predpoklad konecnosti miery mnoziny M je opodstatneny.

Priklad 11.3.18.)

Zrejme f(x) = x' € L2(1, 00), ale vieme, Ze f ¢ L'(1, o).

Vyuzitie vety 11.3.16 ndm ddva nasledujuci priklad.
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~ Priklad 11.3.19.}

Chceme zistit', ¢i f(x,y) = 1/(x*> + y*)'/* patri do L'(I), I = [-1, 1]>. LahSie je ukazat, Ze patri do
L2(I). To preto, lebo

11 [1+\/y2+1
n

1 1 1
2 dn :f f — dym () dr :f —]dk =
f;|f| 2 e \/m 1(x) dhz(y) | _1+W 1)

1+ W21 1
= [yln[—li—yy;-rl]Jern(er Vy? + 1)}_1 = —61n(\/§— 1)+21n(1 + \/5)

Tu si treba dat’ pozor na neohrani€enost’ na okoli pocCiatku - zachrdnia nds kvadraty. Z toho ale vy-
plyva, ze f € L!(I), pricom ndjst’ primitivne funkcie v tvare elementarnych funkcif pri tychto vypo&-

toch nie je mozné.

http://umv.science.upjs.sk/analyza/texty/predmety/MAN3c.html
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